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1. Calcular F a
µν.

El tensor de curvatura Fµν se define como

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + AµAν − AνAµ (1)

Usando que la matriz Aµ tiene la forma

Aµ = −igAaµTa (2)

Podemos reescribir el tensor de curvatura como

Fµν = ∂µ(−igAaνTa) − ∂ν(−igAaµTa) + (−igAaµTa)(−igAbνTb) − (−igAaνTa)(−igAbµTb)
= −ig∂µAaνTa + ig∂νA

a
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b
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a
µTbTa

= −ig
(
∂µA
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νTa − ∂νA

a
µTa − igAaµA

b
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)
= −ig

(
∂µA

a
νTa − ∂νA

a
µTa − igAaµA

b
ν(ifabcTc)

)
= −ig

(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfbcaA

b
µA

c
ν

)
Ta

Por lo que obtenemos la forma deseada

Fµν = −igF aµνTa (3)

Con F aµν dada por la expresión

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAbµA

c
ν (4)

También podemos repetir el ejercicio pero usando ahora la otra definición de curvatura:

[Dµ, Dν ] = [∂µ − igAaµTa, ∂ν − igAbνTb] =����[∂µ, ∂ν ] − ig[∂µ, AbνTb] − ig[AaµTa, ∂ν ] − g2[AaµTa, AbνTb]
= −ig[∂µ, Abν ]Tb − ig[Aaµ, ∂ν ]Ta − g2AaµA

b
ν [Ta, Tb]

= −ig[∂µ, Acν ]Tc + ig[∂ν , Acµ]Tc − ig2AaµA
b
νfabcTc

= −ig
(
[∂µ, Acν ] − [∂ν , Acµ] + gAaµA

b
νfcab

)
Tc = −igF cµνTc (5)

Por lo que obtenemos casi la expresión que queremos, lo único que nos falta por demostrar es [∂µ, f(x)] =
∂µf(x). Para verlo, recordemos que estamos calculando el conmutador de dos operadores, por lo que
vamos a aplicarlo a una función arbitraria g(x):

[∂µ, f(x)]g(x) = ∂µ(f(x)g(x)) − f(x)∂µ(g(x)) = g(x)∂µf(x) (6)

Por lo que en efecto, el resultado es simplemente multiplicar la función por ∂µf(x). Nótese que un caso
particular de esta propiedad es el famoso [∂, x] = 1. Por lo que los conmutadores de la ecuación (5) se
convierten en:

F cµν = ∂µA
c
ν − ∂νA

c
µ + gfcabA

a
µA

b
ν (7)

Que de nuevo es la expresión que queríamos.

1


